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2EE 2EF … 2EG
2FE 2FF … 2FG
⋮ ⋮ ⋮
2GE 2GF … 2GG

=
2EE 2FE … 2GE
2EF 2FF … 2GF
⋮ ⋮ ⋮
2EG 2FG … 2GG

1. 行列式行列互换，行列式值不变，即
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定义（行列式，Laplace expansion，按列展开） n阶行列式|*|等于
它的第j列元素与自己代数余子式的乘积之和，即

det	(*) = * = 2E4*E4 + 2F4*F4 + ⋯+ 2G4*G4 =Z234*34
G

3[E
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2EE 2EF … 2EG
⋮ ⋮ ⋮

_23E _23F … _23G
⋮ ⋮ ⋮
2GE 2GF … 2GG

= _

2EE 2EF … 2EG
⋮ ⋮ ⋮
23E 23F … 23G
⋮ ⋮ ⋮
2GE 2GF … 2GG

2. 行列式一行的公因子可以提出去，即
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2EE 2EF … 2EG
⋮ ⋮ ⋮

IE + KE IF + KF … IG + KG
⋮ ⋮ ⋮
2GE 2GF … 2GG

第%行

=

2EE 2EF … 2EG
⋮ ⋮ ⋮
IE IF … IG
⋮ ⋮ ⋮
2GE 2GF … 2GG

+

2EE 2EF … 2EG
⋮ ⋮ ⋮
KE KF … KG
⋮ ⋮ ⋮
2GE 2GF … 2GG

3. 行列式中若雨某一行是两个数组的和，那么此行列式等于两个
行列式的和，这两个行列式的这一行分别是第一个数组和第二个
数组，其余行和原来的行列式的相应各行相同，即
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2EE 2EF … 2EG

⋮ ⋮ ⋮

23E 23F … 23G

⋮ ⋮ ⋮

2`E 2`F … 2`G

⋮ ⋮ ⋮

2GE 2GF … 2GG

= −

2EE 2EF … 2EG

⋮ ⋮ ⋮

2`E 2`F … 2`G

⋮ ⋮ ⋮

23E 23F … 23G

⋮ ⋮ ⋮

2GE 2GF … 2GG

	

(第%行)

(第_行)

4. 两行互换，行列式反号，即
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2EE 2EF … 2EG

⋮ ⋮ ⋮

23E 23F … 23G

⋮ ⋮ ⋮

23E 23F … 23G

⋮ ⋮ ⋮

2GE 2GF … 2GG

	

(第%行)

(第_行)
= 0

5. 两行相同，行列式值为0，即
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2EE 2EF … 2EG

⋮ ⋮ ⋮

23E 23F … 23G

⋮ ⋮ ⋮

a23E a23F … a23G

⋮ ⋮ ⋮

2GE 2GF … 2GG

	

(第%行)

(第_行)
= 0

6. 两行成比例，行列式值为0，即
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2EE 2EF … 2EG

⋮ ⋮ ⋮

23E 23F … 23G

⋮ ⋮ ⋮

2`E + a23E 2`F + a23F … 2`G + a23G

⋮ ⋮ ⋮

2GE 2GF … 2GG

	

(第%行)

(第_行)
= 0

7. 把一行的倍数加到另一行上，行列式值不变，即
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8. n阶行列式|*|的第%行元素与第_行(_ ≠ %)相应元素的代数余子
式的乘积之和为0。即当_ ≠ %时，有

Z234*`4

G

4[E

= 0

对列展开也有相同的性质。
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• 计算行列式
2 −3 7

−4 1 −2

9 −2 3
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1 −3 2

−2 3 1

−203 300 105
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2E + IE IE + KE KE + 2E
2F + IF IF + KF KF + 2F

2\ + I\ I\ + K\ K\ + 2\
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2E − I 2F … 2G

2E 2F − I … 2G

⋮ ⋮ ⋮

2E 2F … 2G − I
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1 1 1 … 1

2E 2F 2\ … 2G

2E
F 2F

F 2\
F … 2G

F

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

2E
G^F 2F

G^F 2\
G^F … 2G

G^F

2E
G^E 2F

G^E 2\
G^E … 2G

G^E

n阶范德蒙(Vandermonde)行列式
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定理（Laplace） n阶行列式|*|中任意取定_行_列 1 ≤ _ ≤ A ，位

于这些行和列交叉处的_F个元素按照原来的排法构成k阶行列式称为

|*|的一个k阶子式，如果取定第%E, %F,… , %`行(%E < %F < ⋯ < %`)，取定

&E, &F,… , &`列(&E < &F < ⋯ < &`)，则所得的k阶子式为

*
%E,%F, … , %`

&E,&F,… , &`

划去子式所在的第%E, %F,… , %`行，&E,&F,… , &`列，剩下的元素按照原来

的排法组成（n-k）阶行列式，称为上述子式的余子式，在它的前面

乘以(−1)(3fT3gT⋯T3h)T(4fT4gT⋯T4h)，则称为上述子式的代数余子式。
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e.g.
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定理（Laplace） n阶行列式|*|中取定_行：第%E, %F,… , %`行(%E <

%F < ⋯ < %`且1 ≤ _ < A)，则这k行元素形成的所有k阶子式与它们自

己的代数余子式的乘积之和等于|*|。类似地可以定义行列式的按k列

展开。
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*E 0

= *F
,其中*E,*F是方阵
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2 3 0 0 0

−1 4 0 0 0

37 85 1 2 0

29 73 0 3 4

19 67 1 0 2
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• 矩阵

定义

特殊的矩阵：上三角、下三角、对角

操作：初等行列变换，矩阵分块

• 行列式

递归定义：行列式按一行展开

行列式按k行展开

• 行列式的性质

行列对称、与初等行变换之间的关系

• 范德蒙行列式
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互联网新技术在线教育领航者

法律声明

o 本课件包括：演示文稿，示例，代码，题库，视频和声
音等，小象学院拥有完全知识产权的权利；只限于善意
学习者在本课程使用，不得在课程范围外向任何第三方
散播。任何其他人或机构不得盗版、复制、仿造其中的
创意，我们将保留一切通过法律手段追究违反者的权利。

o 课程详情请咨询

n 微信公众号：小象

n 新浪微博：ChinaHadoop
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n元线性方程组

定义（n元线性方程组） 含n个未知量的线性方程组称为n元

线性方程组，它的一般形式是：

其中，𝑎"", 𝑎"$,… , 𝑎&'是系数，𝑏",𝑏$,… , 𝑏&是常数项，常数项一般写在

等号的右边。

对于线性方程组，如果𝑥", 𝑥$,… , 𝑥'分别用数𝑐", 𝑐$,… , 𝑐'代入后，

每个方程组都变成恒等式，那么称n元有序实数组(𝑐",𝑐$,… , 𝑐')是原线

性方程组的一个解，方程组所有的解称为方程组的解集。

𝑎""𝑥" + 𝑎"$𝑥$ +⋯+ 𝑎"'𝑥' = 𝑏"
𝑎$"𝑥"+ 𝑎$$𝑥$ +⋯+ 𝑎$'𝑥' = 𝑏$

…………… . .
𝑎&"𝑥" + 𝑎&$𝑥$ +⋯+ 𝑎&'𝑥' = 𝑏&
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n元线性方程组

𝑥" + 3𝑥$ + 𝑥2 = 2
3𝑥" + 4𝑥$ + 2𝑥2 = 9
−𝑥" − 5𝑥$ + 4𝑥2 = 10
2𝑥" + 7𝑥$ + 𝑥2 = 1
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n元线性方程组

1 2 1 2
3 4 2 9
−1 −5 4 10
2 7 1 1

𝑥" + 3𝑥$ + 𝑥2 = 2
3𝑥" + 4𝑥$ + 2𝑥2 = 9
−𝑥" − 5𝑥$ + 4𝑥2 = 10
2𝑥" + 7𝑥$ + 𝑥2 = 1

本质来讲，我们只对方程的系数和常数项进行了计算，所以对于一个
线性方程组我们可以只写出它的系数和常数项，并按照原来的顺序排
成一张表，这张表称为线性方程组的增广矩阵，只列出系数的表称为
系数矩阵

1 2 1
3 4 2
−1 −5 4
2 7 1
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n元线性方程组

𝑥" + 3𝑥$ + 𝑥2 = 2
3𝑥" + 4𝑥$ + 2𝑥2 = 9
−𝑥" − 5𝑥$ + 4𝑥2 = 10
2𝑥" + 7𝑥$ + 𝑥2 = 1

1 2 1 2
3 4 2 9
−1 −5 4 10
2 7 1 1
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n元线性方程组

1 3 1 2
0 1 −1 3
0 0 3 6
0 0 0 0

从上述求解过程中，我们对线性方程组的增广矩阵实施了如
下三种变换：
（1）把一行的倍数加到另一行上
（2）互换两行的位置
（3）用一个非零数乘以某一行
这就是我们之前提到过的矩阵的初等行变换。

在求解过程中，我们把增广矩阵经过初
等行变换变成了如右图所示矩阵。我们
称这种矩阵为阶梯形矩阵。它的特点是：
（1）元素全为零的行（零行）全在下方
（2）元素不全为零的行（非零行），从
左起第一个不为零的元素（主元），它
的列指标随行指标增大而增大。
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n元线性方程组

1 3 1 2
0 1 −1 3
0 0 3 6
0 0 0 0

yields
1 0 0 3
0 1 0 −1
0 0 1 2
0 0 0 0

我们对阶梯形矩阵继续进行初等行变换，直到化成下述矩阵：
我们称这种矩阵为简化行阶梯形矩阵。它的特点是：
（1）是阶梯形矩阵
（2）每个非零行主元都是1
（3）每个主元所在的列其余元素都是零

可以证明：任何一个矩阵都能经过一系列初等行变换化成阶

梯形矩阵，并且能进一步用初等行变换化成简化行阶梯形矩阵。
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n元线性方程组

B
𝑥" − 𝑥$ + 𝑥2 = 1
𝑥" − 𝑥$ − 𝑥2 = 3
2𝑥" − 2𝑥$ − 𝑥2 = 3
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n元线性方程组

B
𝑥" − 𝑥$ + 𝑥2 = 1
𝑥" − 𝑥$ − 𝑥2 = 3
2𝑥" − 2𝑥$ − 𝑥2 = 5



互联网新技术在线教育领航者

n元线性方程组

B
𝑥" − 𝑥$ = 2
𝑥2 = −1
0 = 0

上一个题目中最后一个简化行阶梯形矩阵表示的线性方程组
是

这个方程组有无穷多个解，我们可以用下列表达式来表示

这个表达式被称为原线性方程组的一般解，其中以主元为系数的未知
量𝑥", 𝑥2被称为主变量，𝑥$被称为自由未知量。

C𝑥" = 𝑥$ + 2
𝑥2 = −1
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n元线性方程组

1 3 1 2
0 1 −1 3
0 0 3 6
0 0 0 0

1 −1 1 1
0 0 1 −1
0 0 0 2

1 −1 0 2
0 0 1 −1
0 0 0 0

惟一解 无解 无穷多解
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n元线性方程组

定理 n元线性方程组的解只有三种情况：无解，有惟一解，有无穷

多个阶。把n元线性方程组的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩

阵，如果相应的阶梯形方程组出现“0=d（d是非零数）”的情况，则原

方程组无解；否则，有解。当有解时，如果阶梯形矩阵的非零行数r

等于未知量个数n，则原方程组有有惟一解；如果非零行个数r<n，则

原方程组有无穷多个解。

如果一个线性方程组有解，则称它是相容的；否则，称它是

不相容的。
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高斯-约当算法

增广矩阵

阶梯形矩阵
初等行变换

相应的阶梯形方程
组出现0=d(d≠ 0)

原方程组无解

简化行阶梯形矩阵

非零行个数=未知
量个数？

原方程有惟一解，可
写出惟一解

原方程有无穷多接，
可写出一般解

否

初等行变换

否是
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n元齐次线性方程组

定义（n元齐次线性方程组） 如果n元线性方程组中每一个方程的

常数项都是0，则称这样的方程组为n元齐次线性方程组

显然，(0,0,… , 0)是齐次线性方程组的一个解，称为零解，任

何一个齐次线性方程组都有零解。如果一个齐次线性方程组除了零解

之外还有其他解，则称其他解为非零解。显然，如果一个齐次线性方

程组有非零解，那么它一定有无穷多个解。

𝑎""𝑥" + 𝑎"$𝑥$ +⋯+ 𝑎"'𝑥' = 0
𝑎$"𝑥" + 𝑎$$𝑥$ + ⋯+ 𝑎$'𝑥' = 0

…………… . .
𝑎&"𝑥" + 𝑎&$𝑥$+ ⋯+ 𝑎&'𝑥' = 0
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n元齐次线性方程组

• n元齐次线性方程组有非零解的充要条件是：它的系数矩阵经过初

等行变换化成的阶梯形矩阵中，非零行的个数𝑟 < 𝑛。

• n元齐次线性方程组如果方程的个数s < 𝑛，那么它一定有非零解。
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n个方程的n元线性方程组

在n元线性方程组中，若方程个数s=n，则方程的系数矩阵是

方阵

系数矩阵用A表示，增广矩阵用𝐴I表示。那么根据行列式的性质有：

如果𝐴
初等行变换

𝐽，	则 𝐽 = 𝑙 𝐴 				(其中𝑙 ≠ 0)

• 如果|𝐴| ≠ 0,则|𝐽| ≠ 0，于是J没有零行，从而J一定是一个上三角

矩阵。

• 如果 𝐴 = 0，则J必有零行。

𝑎""𝑥" + 𝑎"$𝑥$+ ⋯+ 𝑎"'𝑥' = 𝑏"
𝑎$"𝑥" + 𝑎$$𝑥$+ ⋯+ 𝑎$'𝑥' = 𝑏$

…………… . .
𝑎'"𝑥" + 𝑎'$𝑥$ + ⋯+ 𝑎''𝑥' = 𝑏'
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Cramer法则

定理 n个方程的n元线性方程组，如果它的系数行列式|𝐴| ≠ 0，则

它有惟一解，如果它的系数行列式 𝐴 = 0，则它有无穷多个阶或者无

解。当它有惟一解的时候，这个解是

𝐵"
𝐴 ,

𝐵$
𝐴 ,… ,

𝐵'
𝐴

其中

𝐵O =

𝑎"" … 𝑎",OP" 𝑏" 𝑎",OQ" … 𝑎"'
𝑎$" … 𝑎$,OP" 𝑏$ 𝑎$,OQ" … 𝑎$'
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎'" … 𝑎',OP" 𝑏' 𝑎$,OQ" … 𝑎''

, 𝑗 = 1,2,… 𝑛
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要点回顾

• 线性方程组一般理论

解的情况

无解，惟一解，无穷多解

• 增广矩阵化成阶梯形矩阵

d和n的关系

• 齐次线性方程组解得情况

无穷多解，惟一解（零解）

• n个方程的n元线性方程组

Cramer法则

𝐴 = 0?
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我们在这里

p问题答疑：
http://www.xxwenda.com/
n可邀请老师或者其他人回答问题
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LOGO

小象学院：互联网新技术在线教育领航者
– 微信公众号：小象
– 新浪微博：ChinaHadoop   

联系我们
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定义（n维向量空间） 对于数域K，设n是一个给定正整数，

令

!" = {(&',&),… , &")|&- ∈ !, / = 1,2, … , 2}

!"中的两个元素 &',&),… , &" ， 4', 4),… , 4" 相等，如果他们满足：

&- = 4-, / = 1,2, … , 2.

!"中的元素用小写的希腊字母5, 6, 7…表示。

定义加法运算：

&', &),… , &" + 4',4),… , 4" ≜ &' + 4', &) + 4),… , &" + 4"
定义!中的元素与!"中的元素的乘法为：

: &',&),… , &" ≜ :&',:&),… , :&"
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定义（n维向量空间） 对于任意的α�6�7 ∈ !"，:, < ∈ !有

(1)5 + 6 = 6 + 5

(2) 5 + 6 + 7 = 5 + 6 + 7

(3)存在零元素为 0,0, … , 0

(4)存在负元素，对于5 = &', &),… , &"
−5 = −&',−&),… ,−&"

我们有5 + −5 = 0,称 − 5是负元素。

(5)15 = 5

(6) :< 5 = : <5

(7) : + < 5 = :5 + <5

(8): 5 + 6 = :5 + :6
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定义（n维向量空间） 对于数域K上所有的n元有序数组组

成的集合!"，连同定义在上面的加法运算和数量乘法运算及其满足的

8条运算法则在一起，称为数域K上的一个n维向量空间，!"中的元素

称为n维向量；设向量α = &',&),… , &" ，称&-为α的第i个分量。

• 行向量

• 列向量

• 从向量组的角度看待矩阵
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定义（线性表出） 在!"中，给定向量组5', 5),… , 5?给

定K中任何一个数组:', :),… , :?，我们把:'5' + :)5) + ⋯+ :?5?称为

向量组5',5),… , 5?的一个线性组合，把:',:),… , :?称为系数。对于

β ∈ !"如果存在K中的一组数:',:),… , :?使得

6 = :'5'+ :)5) +⋯+ :?5?
则称6可以由5',5),… , 5?线性表出。
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&''B' + &')B) +⋯+ &'"B" = 4'
&)'B'+ &))B) +⋯+ &)"B" = 4)

…………… . .
&?'B' + &?)B) +⋯+ &?"B" = 4?
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结论 数域K上的线性方程组B'5' + B)5) +⋯+ B"5" = 6有解

⇔!中存在一组数:',:),… , :"使得下式成立

:'5' + :)5) +⋯+ :"5" = 6

⇔6可以由5',5),… ,5"线性表出
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在!E中，设5', 5),… ,5"

5' =
1
2
−3

5) =
5
−5
12

5E =
1
−3
6

6 =
2
−1
3

判断6能否由向量组5'，5)�5E线性表出，如果能，写出一种表出方
式。
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定义（线性相关） 在!"中的向量组5', 5),… , 5?称为线性相关的，

如果有K中不全为零的数:', :),… , :?使得

:'5'+ :)5) +⋯+ :?5? = 0

定义（线性无关） 在!"中的向量组5', 5),… , 5?称为线性无关的，

如果从

:'5'+ :)5) +⋯+ :?5? = 0

可以退推出:',:),… , :?全为零。
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• 包含0向量的向量组一定线性相关

• 单个向量线性相关⟺ 5 = 0

• 单个向量线性无关⟺ 5 ≠ 0

• 在!"中的向量组

是线性无关的

K' =

1
0
0
⋮
0
0

K) =

0
1
0
⋮
0
0

…K" =

0
0
0
⋮
0
1
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1.从线性组合看

（1）向量组5',5),… ,5?线性相关

⟺他们有系数不全为零的线性组合等于零向量

（2）向量组5',5),… ,5?线性无关

⟺他们只有系数全为零的线性组合等于零向量
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2.从线性表出看

（1）向量组5',5),… ,5?线性相关

⟺至少有一个向量可以由其余向量线性表出

（2）向量组5',5),… ,5?线性无关

⟺每一个向量都不能由其余向量线性表出
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3.从齐次线性方程组看

（1）向量组5',5),… ,5?线性相关

⟺ :'5'+ :)5) +⋯+ :?5? = 0有非零解

（2）向量组5',5),… ,5?线性无关

⟺ :'5'+ :)5) +⋯+ :?5? = 0只有零解
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4.从齐次线性方程组看

（1）向量组5',5),… ,5?线性相关

⟺ 2个n维列（行）向量组成的矩阵的行列式等于零

（2）向量组5',5),… ,5?线性无关

⟺ 2个n维列（行）向量组成的矩阵的行列式不等于零
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性质1 如果一个向量组的一个部分组线性相关，则整个向量

组也线性相关。如果向量组线性无关，则它的任何一个部分组也线性

无关。
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性质2 如果一个限量组线性无关，则它的延伸组也线性无关。

如果一个向量组线性相关，则它的缩短组也线性相关。



�	�������
���

��������	

定理 设向量组5',5),… , 5?线性无关，那么6能由5',5),… , 5?线性

表出的充分必要条件是5',5),… , 5?, 6线性相关。同理，6不能由

5',5),… , 5?线性表出的充分必要条件是5',5),… ,5?, 6线性无关。
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定义（极大线性无关组） !"中的向量组的一个部分组称为一
个极大线性无关组，如果这个部分组本身是线性无关的，但是如果从

这个向量组的其余向量（如果还有的话）中任取一个添加进去，得到

的新的部分组都线性相关。
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定义（向量组等价） 在!"中，如果向量组#$, #&,… , #(的每一个向
量都可以由向量组)$,)&,… , )*线性表出，则称向量组#$, #&,… ,#(可以
由向量组)$,)&,… , )*线性表出。如果向量组#$, #&,… ,#(与向量组
)$,)&,… , )*可以互相线性表出，则称向量组#$, #&,… ,#(与向量组
)$,)&,… , )*等价，记为

#$,#&,… , #( ≅ )$, )&,… ,)*

• 反身性

• 对称性

• 传递性
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性质1 向量组与它的极大线性无关组等价。

性质2 向量组的任意两个极大线性无关组等价。
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Q：向量组的任意两个极大线性无关组所含向量的个数是否不同？

->向量组的任意两个极大线性无关组所含的向量的个数相同。



�	�������
���


"���

引理1 设向量组)$,)&,… , )*可以由向量组#$, #&,… ,#(线性表
出。如果r>s,那么向量组)$,)&,… ,)*线性相关。
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引理1 设向量组)$,)&,… , )*可以由向量组#$, #&,… ,#(线性表出。如果
r>s,那么向量组)$,)&,… ,)*线性相关。
⟹设向量组)$,)&,… ,)*可以由向量组#$,#&,… ,#(线性表出。如果向量
组)$,)&,… , )*线性无关，那么- ≤ /.
⟹等价的线性无关向量组所含的向量的个数相等。
⟹向量组的任意两个极大线性无关组所含的向量个数相等。



�	�������
���


"���

定义（向量组的秩） 向量组的极大线性无关组所含的向量

的个数称为这个向量组的秩。全部由零向量组成的向量组的秩规定为

0。向量组#$,#&,… ,#(的秩记为rank{#$,#&,… , #(}.
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定理 向量组#$,#&,… , #(线性无关
⟺ #$,#&,… ,#(的极大线性无关组是自身
⟺ rank #$, #&,… ,#( = /.
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定理 向量组A可以由向量组B线性表出，则rank(A)≤rank(B).显然
等价向量组具有相同的秩。
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定义（矩阵的秩） 我们称矩阵的行向量组的秩为行秩，列向量

组的秩为列秩。可以证明，矩阵的行秩等于列秩，统称矩阵的秩。记

矩阵A的秩为rank(A).
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引理1 阶梯形矩阵J的行秩与列秩相等，他们都等于J的非零行的个

数；并且J的主元所在的列构成J的列向量组成的一个极大线性无关组。
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引理2 矩阵的初等行变换不改变矩阵的行秩。
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引理3 矩阵的初等行变换不改变矩阵列向量组的线性相关性，从而

不改变矩阵的列秩。
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引理4 任意矩阵的行秩等于列秩。
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性质1 矩阵A经过初等行变换化成简化行阶梯形矩阵J，则A的秩等于

J的非零行的个数。设J的主元所在的列是第8$, 8&,… 8*列，则A的第
8$, 8&,… 8*列构成A的列向量组的一个极大线性无关组。
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性质2 rank(A)=rank(A’)
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性质3 矩阵的初等行变换和初等列变换都不改变矩阵的秩。



�	�������
���

�#��

性质4 任意非零矩阵的秩等于它的非零子式的最高阶数。
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性质5 一个n级矩阵A的秩等于n当且仅当|:| ≠ 0.如果一个方阵的秩
等于它的级数，那么称这个方阵为满秩矩阵。
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定理（线性方程组有解判别定理） 线性方程组

=$#$ + =&#& +⋯+ ="#" = )
有解的充分必要条件是：它的系数矩阵A与其增广矩阵:@具有相同的秩。
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定理 线性方程组

=$#$ + =&#& +⋯+ ="#" = )
有解时，如果它的系数矩阵A的秩等于未知量的个数n，则方程组有惟

一解；如果A的秩小于n，则方程有无穷多个解。
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定理 齐次线性方程组有非零解的充分必要条件是：它的系数矩阵

的秩小于未知量的个数。
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例 判断下述齐次线性方程组有没有非零解

其中a，b，c两两不等。

=$ + =& + =A = 0
B=$ + C=& + C=A = 0

B&=$ + C&=& + D&=A = 0
BA=$ + CA=& + DA=A = 0
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定义 数域K上的n元齐次线性方程组

!"#"+ !%#%+ ⋯+ !'#' = 0
的解是一个K上的n元有序数组，从而它是*'中的一个向量，称为方
程组的一个解向量，所有解向量构成的集合称为解集W。

• 设+, - ∈ /, 0 ∈ *，那么有+ + - ∈ /,0+ ∈ /
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定义 *'上的一个非空子集U如果满足条件：
1.+, - ∈ 1 −>,+ + - ∈ 1
2.+ ∈ 1�0 ∈ * −>,0+ ∈ 1
则称U是*'的一个线性子空间，简称子空间。

从上述对于解集W的描述中，我们可以看出W是*'的一个子
空间，称为解空间。
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定义 数域K上的n元齐次线性方程组

!"#" + !%#% +⋯+ !'#' = 0								(1)
有非零解时，如果存在它的有限多个解：:", :%,… , :<满足
（1）:", :%,… , :<线性无关
（2）方程组的每一个解都可以由:", :%,… , :<线性表出，
则称:", :%,… , :<是齐次线性方程组(1)的一个基础解系。

如果(1)的一个基础解系为:", :%,… , :<，那么它的解集W为：
/ = 0":" + 0%:% + ⋯+ 0<:< 0= ∈ *, > = 1,2, … , ?

解集W的代表元素

0":"+ 0%:% + ⋯+ 0<:<
称为齐次线性方程(1)的通解。
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定理 数域K上的n元齐次线性方程组

!"#" + !%#% +⋯+ !'#' = 0								(1)
的系数矩阵A的秩小于未知量个数n时，它一定有基础解系；并且它的

每一个基础解系所含的解向量的个数为n-rank(A).
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例 求下述齐次线性方程组的一个基础解系，并写出解集。

@
!" − 3!% + 5!C − 2!D = 0
−2!" + !% − 3!C + !D = 0
−!"− 7!% + 9!C − 4!D = 0
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定义 我们把数域K上的n元齐次线性方程组

!"#"+ !%#% + ⋯+ !'#' = 0							（1）	
称为非齐次线性方程组

!"#"+ !%#%+ ⋯+ !'#' = H						（2）		
的一个导出组。那么显然有如下性质：

• （2）的两个解之差为（1）的解

• （2）的一个解与（1）的一个解之和是（2）的一个解。
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定理 数域K上的n元非齐次线性方程组

!"#"+ !%#%+ ⋯+ !'#' = H						（2）		
有解，则它的解集为

1 = {+J + :|: ∈ /}
其中+J是非齐次线性方程组（2）的一个解（称为特解），W是方程组
（2）的导出组（1）的解集。
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例 求下述非齐次线性方程组的解集。

@
!" − 3!% + 5!C − 2!D = 4
−2!" + !% − 3!C + !D = −7
−!" − 7!% + 9!C − 4!D = −2
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定义（子空间的基） 设U是*'的一个线性子空间，U中的向量组
#",#%,… , #M如果满足：
（1）#",#%,… ,#M线性无关
（2）U中的每一个向量都可以由#", #%,… , #M线性表出。
则称#",#%,… , #M为U的一个基。

因此如果:", :%,… , :<是齐次线性方程组(1)的一个基础解系，
那么:", :%,… , :<是解空间W的一个基。
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e.g.

• N",N%,… , N'是空间*'的一个基，称为*'的标准基。
• 三维空间中，取任意三个不共面的向量都可以构成ℝC的一组基。
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结论 *'的任何一个非零子空间U都有一组基，并且可以证明从U的
任何一个非零向量出发，可以扩充成U的一个基。
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定理 *'的一个非零子空间U的任意两个基所含的向量个数
相等。
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定义（维数） U是*'的一个非零子空间，U的一个基所含向
量的个数称为U的维数，记为dimU。零子空间的维数规定为0。显然

Q>R*' = S。
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推论 数域K上的n元齐次线性方程组有非零解时，它的解空间W的

每一个基所含的向量的个数为n-rank(A),其中A是方程的系数矩阵，因

此解空间W的维数为

Q>R/ = S − TUS0(V)
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定义（坐标） 如果知道了子空间U的一个基#", #%,… ,#W，
那么U中的每一个向量#可以由#",#%,… ,#W线性表出，并且表出方式
是惟一的：

# = U"#" + U%#% + ⋯+ UW#W
我们称有序实数组(U", U%,… , UW)为#在#", #%,… ,#W下的坐标。
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定义（向量组生成的子空间） 设#",#%,… , #M是*'的一个向
量组，令

U = {0"#" + 0%#% +⋯+ 0M#M|0",0%,… , 0M ∈ *}
显然U是*'的一个子空间，我们把U称为由 #", #%,… , #M生成的子空间，
记为< #",#%,… ,#M >
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定理 *'中向量组#", #%,… , #M的一个极大线性无关组是子
空间U =< #",#%,… ,#M >的一个基，从而

rank #", #%,… ,#M = Q>R < #",#%,… ,#M >
即向量组的秩等于其生成子空间的维数。
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推论 矩阵的行空间维数等于列空间维数。
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• 向量组的秩

向量组的极大线性无关组

• 矩阵的秩

rank(A)=极大线性无关组=阶梯形矩阵非零行的个数=非零子式的

最高阶数

• 秩与方程组的解

rank（系数矩阵）=rank（增广矩阵）

rank（系数矩阵）=未知量个数

• 维数

空间的秩

向量组的秩=向量组张成空间的维数
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定义（矩阵的乘法） 设! = ($%&)(×*,, = (-%&)*×.,令

/ = (0%&)(×.
其中

1 = 1,2,… , 5				7 = 1,2, … , 8

则矩阵C称为矩阵A与B的乘积，记为C=AB

0%& = $%9-9& + $%;-;& +⋯+ $%*-*& = = $%>->&

*

>?9
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• 只有左边矩阵的列数与右边矩阵的行数相同才能做乘积。

• 0%&等于A的第i行乘以B的第j列。

• 乘积矩阵的行数等于左矩阵的行数，乘积矩阵的列数等于右矩阵的

列数。

0%& = $%9-9& + $%;-;& +⋯+ $%*-*& = = $%>->&

*

>?9
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求AB： 		! =
1 −2
0 3
−1 2

			, = 4 5
6 7
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已知 		! =
1 −2
0 3
−1 2

			, = 4 5
6 7 		/ = 0 1

−1 0 ，求BC,A(BC),(AB)C
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1. 矩阵的乘法适用于结合律，设! = ($%&)(×*,, = (-%&)*×.,/ = (0%&).×G
则

!, / = !(,/)
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2. 矩阵的乘法适用于左分配律，即

! , + / = !,+ !/

也适用于右分配律

, + / H = ,H + /H
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3. 主对角线元素都是1，其余元素为0的n级矩阵称为n级单位矩阵，记为

I*，简记为I.如果A是n级矩阵，那么

I! = !I = !
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4. 矩阵的乘法和数量的乘法满足关系

K(!,) = K! , = !(K,)
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5. 矩阵的乘法不满足交换律

e.g. 不能运算，结果不同

如果矩阵A，B满足AB=BA，那么称A，B可交换。特别的，如果

A是n级矩阵，那么

KI ! = !(KI)

即数量矩阵与任何矩阵可交换
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6. 从,! = 0不能推出, = 0或者! = 0

e.g. A = 0 1
0 0 			, = 0 0

0 1
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7. ! + , M = !M + ,M

K! M = K!M

!, M = ,M!′
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定义（分块矩阵的乘法） 设! = ($%&)(×*,, = (-%&)*×.,将他们
进行分块，写成

A =						 !11 !12
!21 !22 , = 							 ,11 ,12

,21 ,22
那么有

A, = !11,11 + !12,21 !11,12 + !12,22
!21,11 + !22,21 !21,12 + !22,22

41 42
51
52

41
42

61 61
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• 左矩阵的列组数等于右矩阵的行组数。

• 左矩阵每个列所含的列数等于右矩阵相应行所含的行数

A, = !11,11+ !12,21 !11,12 + !12,22
!21,11+ !22,21 !21,12 + !22,22
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设A是5×4矩阵，B是4×6矩阵，B的列向量组为71,72,… , 7.，则
!, = (!71,!72,… , !7.)
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设A是5×4矩阵，B是4×6矩阵，A的行向量组为91,92,… ,9(，则

!, =
91,
92,
⋮

9(,
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1. 对角矩阵：主对角线以外的元素全为零的方阵称为对角矩阵
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2. 上三角矩阵：主对角线下的元素全为零的方阵称为上三角矩阵。

两个上三角矩阵的乘积仍然是上三角矩阵。
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3. 基本矩阵：只有一个元素为1，其余元素均为0的矩阵称为基本矩阵。

(i,j)元为1的基本矩阵，记为O%&
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4. 初等矩阵：由单位矩阵经过一个初等行（列）变换得到的矩阵称为初

等矩阵。用初等矩阵左（右）乘一个举证A，就相当于对A作了一次相应

的初等行（列）变换。
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5. 对称矩阵：如果矩阵满足! = !′，称A为对称矩阵。
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5. 反对称矩阵：如果矩阵满足!′ = −!，称A为反对称矩阵。
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定理 设! = ($%&)(×*,, = (-%&)*×.,	则

P$QK(!,) ≤ min	{P$QK ! , P$QK(,)}
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定理 设! = ($%&)(×*	，则

P$QK !M! = P$QK !!M = P$QK(!)
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定理 设A，B都是n级矩阵，则

!, = |!||,|
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定义（可逆矩阵） 对于数域K上的矩阵A，如果存在数域K上的

矩阵B，使得

!" = "! = $
则称A是一个可逆矩阵（或者非奇异矩阵）。如果A是可逆矩阵，那么

将符合上述式子的B称为A的逆矩阵，记为!%&。

• 什么样的矩阵是可逆的？

• 如何求一个矩阵的逆矩阵？
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定理 数域K上，n级矩阵矩阵A可逆的充分必要条件是|!| ≠ 0.
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定理 数域K上，n级矩阵矩阵A可逆的充分必要条件是A满秩，即

rank(A)=n.
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定理 数域K上，n级矩阵矩阵A可逆的充分必要条件是A的行（列）

向量组线性无关。
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• 单位矩阵可逆，并且$%& = $

• 如果A可逆，那么!%&也可逆，并且(!%&)%& = !
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• 如果n级矩阵AB都可逆，则AB也可逆，并且

(!")%&= "%&!%&
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• 如果n级矩阵A可逆，则A’也可逆，并且

(!′)%&= (!%&)′
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• 可逆矩阵经过初等行变换化成的简化行阶梯形矩阵一定是单位矩阵。
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• 初等矩阵都可逆，并且它的逆矩阵是与其同类型的初等矩阵。
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• 矩阵A可逆的充分必要条件是它可以表示成一些初等矩阵的乘积。

->用一个可逆矩阵去左（右）乘一个矩阵A，不改变A的秩
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根据可逆矩阵的性质，我们知道如果存在初等矩阵-&,-/,… ,-1使得
-1 …-/-&! = $

那么

!%& = -1 …-/-&
从而

-1 … -/-&$ = !%&

也就是说，如果我们用一系列的初等行变换将A化成$	，那么同样
的初等行变换就把$化成!%&，即

(!, $)初等行变换 ($, !%&)
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设

求!%&

! =
4 1 2
3 2 1
5 −3 2
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设

求解方程组!9 = "

! =
1 0 −2
−3 4 −1
2 1 3

								" =
5 −1
−2 3
1 4
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定义（正交矩阵） 如果实数域上的方阵满足

!!" = $
那么称A是正交矩阵。
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• A是正交矩阵，那么!%& = !′
• 如果A是正交矩阵，那么!%& （!′	）也是正交矩阵
• 如果A是正交矩阵，那么 ! = 1或者 − 1
• 如果A，B都是正交矩阵，那么AB也是正交矩阵。
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定义（标准内积） 在ℝ,中，α = .&, .0,… , ., , 2 = (4&, 40,… , 4,)，
规定

6,2 ≝ .&4&+ .040 + ⋯+ .,4,
这个二元实值函数被称为ℝ,的内积，通常称这个内积为ℝ,的标准内积，
上述定义式也可以写成

6, 2 = 62"

容易得出标准内积具有下述性质

1. 对称性 6,2 = (2, 6)
2. 线性性之一 6 + :,2 = 6, 2 + (:,2)
3. 线性性之二 ;6,2 = ; 6,2
4. 正定性(6, 6) ≥ 0,等号成立当且仅当6 = 0
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定义（欧氏空间） n维向量空间ℝ,有了标准内积之后，就称为一
个欧几里得空间，又称为欧氏空间。在ℝ,中我们规定向量的长度为

|6| ≝ (6, 6)
长度为1的向量称为单位向量。在欧几里得空间ℝ,中，如果

6, 2 = 0
则称6,2是正交的，记为6 ⊥ 2.

• 显然零向量与任何向量都正交

• 由非零向量组成的向量组如果其中每两个不同的向量都正交（即两两

正交），则称它们是正交向量组。如果正交向量组每个向量都是单位

向量，则称它为单位正交向量组。
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定义 在欧几里得空间ℝ,中，由非零向量组成的向量组如果其中每两个
不同的向量都正交（即两两正交），则称它们是正交向量组。如果正交

向量组每个向量都是单位向量，则称它为单位正交向量组。

• 在欧几里得空间ℝ,中，正交向量组一定是线性无关的。
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定义 在欧几里得空间ℝ,中，n个向量组成的正交向量组称为ℝ,的一个
正交基，n个单位向量组成的正交向量组称为ℝ,的一个标准正交基。
e.g. A&,A0,… , A,是ℝ,的一个标准正交基
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定理 实数域上n级矩阵A是正交矩阵的充分必要条件为：A的行（列）

向量组是欧几里得空间ℝ,的一个标准正交基。
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Q：如何从已有的一组基（非正交）构造一组标准正交基？

非正交基 ->正交基 -> 标准正交基
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定理（ Gram–Schmidt process）设6&, 60,… ,6,是ℝ,的一个线性无关
向量组，令

2& = 6&

20 = 60 −
(60, 2&)
(2&, 2&)

2&

…………………

2B = 6B −C
(6B, 2D)
(2D , 2D)

2D
B%&

DE&



�	�������
���

������

例：在欧几里得空间ℝ,中，设向量组

6& =
2
−1
0

60 =
2
0
1

求与6&，60等价的正交单位向量组。
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• 矩阵的乘法

乘法的定义，分块矩阵的乘法

• 矩阵乘积的秩与行列式 !G = |!||G|
• 特殊矩阵

乘以一个特殊矩阵 -> 对矩阵进行相应的操作

• 矩阵的逆

可逆的充要条件

可逆矩阵的行（列）空间

初等行变换法求矩阵的逆

• 正交矩阵

正交矩阵的行（列）空间

施密特正交化方法
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矩阵相似

定义（矩阵相似） 设A,B都是数域K上的n级矩阵，如果存在数

域K上的一个n级可逆矩阵U，使得

𝑈−1𝐴𝑈 = 𝐵

则称A与B是相似的，记为𝐴~𝐵。

• 反身性、对称性、传递性->相似是一种等价关系
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矩阵相似

• 相似矩阵具有相同的行列式

• 相似矩阵具有相同的秩

• 相似矩阵或者都可逆，或者都不可逆，当它们都可逆时，它们的逆

矩阵也相似



互联网新技术在线教育领航者

矩阵相似

定义（迹） n级矩阵A使得主对角线上元素的和称为A的迹，记为

tr(A).

显然矩阵的迹具有下述性质

• tr 𝐴 + 𝐵 = 𝑡𝑟 𝐴 + 𝑡𝑟(𝐵)

• 𝑡𝑟 𝑘𝐴 = 𝑘𝑡𝑟 𝐴

• 𝑡𝑟 𝐴𝐵 = 𝑡𝑟(𝐵𝐴)
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矩阵相似

• 相似矩阵的迹相等
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相似标准形

矩阵相似的重要问题：

1. 矩阵A满足什么条件时能相似于一个对角矩阵？

2. 如果矩阵A能相似于一个对角矩阵，那么怎么求这个对角矩阵？
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相似标准形

定理 数域K上的n级矩阵A能够相似于对角矩阵的充分必要条件是：

𝐾n中有n个线性无关的列向量𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 ,以及K中的n个数𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛，

使得：

𝐴𝛼1 = 𝜆1𝛼1 𝐴𝛼2 = 𝜆2𝛼2 … 𝐴𝛼𝑛 = 𝜆1𝛼𝑛

这时，令𝑈 = (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛),则

𝑈−1𝐴𝑈 = diag{𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛}

如果一个n级矩阵A能够相似于对角矩阵，则称A可对角化，把对角矩阵

D称为A的相似标准形。



互联网新技术在线教育领航者

特征值与特征向量

定义 设A是数域K上的n级矩阵，如果𝐾n中有非零列向量𝛼，使得

𝐴𝛼 = 𝜆0𝛼

则称𝜆0为A的一个特征值，称𝛼是A属于特征值𝜆0的一个特征向量。

• n级矩阵A能否对角化->矩阵A是否有n个线性无关的特征向量

定理 数域K上的n级矩阵A可对角化的充分必要条件是A有n个线性无

关的特征向量𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛，此时令

𝑈 = 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛

𝑈−1𝐴𝑈 = diag{𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛}

其中𝜆i是𝛼i所属的特征值。
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特征值与特征向量

定理 𝜆0为A的一个特征值，𝛼是A属于特征值𝜆0的一个特征向量

⟺ 𝐴𝛼 = 𝜆0𝛼, 𝛼 ≠ 0, 𝜆0 ∈ 𝐾

⟺ 𝜆0𝐼 − 𝐴 𝛼, , 𝛼 ≠ 0, 𝜆0 ∈ 𝐾

⟺ 𝛼是齐次线性方程组 𝜆0𝐼 − 𝐴 𝑋 = 0的一个非零解，𝜆0 ∈ 𝐾

⟺ 𝜆0𝐼 − 𝐴 = 0, 𝛼是 𝜆0𝐼 − 𝐴 𝑋 = 0的一个非零解，𝜆0 ∈ 𝐾

因此，我们将 𝜆𝐼 − 𝐴 称为矩阵A的特征多项式，可以证明

𝜆0为A的一个特征值，𝛼是A属于特征值𝜆0的一个特征向量

⟺ 𝜆0是A的特征多项式 𝜆𝐼 − 𝐴 在K中的一个根，𝛼是齐次线性方程组

𝜆0𝐼 − 𝐴 𝑋 = 0的一个非零解。
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特征值与特征向量
计算A的全部特征值和特征向量的方法如下：

1. 计算A的特征多项式 𝜆𝐼 − 𝐴

2. 判别多项式 𝜆𝐼 − 𝐴 在数域K中有没有根。如果没有，那么A没有特

征值，从而也没有特征向量。如果 𝜆𝐼 − 𝐴 在K中有根，则它在K中

全部的根就是A的全部特征值，此时接着做第三步。

3. 对于A的每一个特征值𝜆𝑗，求齐次线性方程组 𝜆𝑗𝐼 − 𝐴 𝑋 = 0的一个

基础解系：𝜂1, 𝜂2, … , 𝜂𝑡,于是A的属于𝜆𝑗的全部特征向量组成的集合

是

𝑘1𝜂1 + 𝑘2𝜂2 +⋯+ 𝑘𝑦𝜂𝑡 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑡 ∈ 𝐾,且它们不全为0

我们称齐次线性方程组 𝜆𝑗𝐼 − 𝐴 𝑋 = 0的解空间为A的属于𝜆𝑗的特征子空

间
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特征值与特征向量

设

𝐴 =
1 2
−1 4

是数域K上的矩阵，求A的全部特征值和特征向量。
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特征值与特征向量

设

𝐴 =
2 −2 2
−2 −1 4
2 4 −1

是数域K上的矩阵，求A的全部特征值和特征向量。
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特征值与特征向量

• 相似矩阵具有相同的特征多项式

• 相似矩阵具有相同的特征值（包含重数）
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特征值与特征向量

• 如何判断数域K上的矩阵A有没有n个线性无关的特征向量？

-> 我们求出了A的所有特征值和特征向量之后（假设有m个特征向量），

有没有办法判断这些特征向量放在一起是否线性无关？

->A的属于不同特征值的特征向量是否线性无关？
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特征值与特征向量

定理 设𝜆1，𝜆2是数域K上的n级矩阵A的不同特征值，𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑠与

𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑟是分别属于这两个特征值的线性无关的特征向量，则

𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑠, 𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑟线性无关。
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特征值与特征向量

A的属于不同特征值的特征向量线性无关

-> 数域K上n级矩阵可对角化的充分必要条件是：A的属于不同特征值

的特征子空间维数和为n

-> 数域K上n级矩阵A如果有n个不同的特征值，则A可对角化。
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实对称矩阵的对角化

定义（实对称矩阵） 实数域上的对称矩阵简称实对称矩阵。

定义（正交相似） 对于n级实矩阵，如果存在一个n级正交矩阵T，

使得𝑇−1𝐴𝑇 = 𝐵，则称A正交相似于B

定理

• 实对称矩阵的特征多项式在复数域中的每一个根都是实数

• 实对称矩阵A的属于不同特征值的特征向量是正交的

• 实对称矩阵一定正交相似于对角矩阵
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特征值与特征向量

实对称矩阵对角化步骤：

1. 求A的特征多项式 𝜆𝐼 − 𝐴 ，解出全部的根为𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆m

2. 对于A的每一个特征值𝜆𝑗，求齐次线性方程组 𝜆𝑗𝐼 − 𝐴 𝑋 = 0的一个

基础解系：𝛼𝑗1, 𝛼𝑗2… , 𝛼𝑗𝑟𝑗，将其进行施密特正交化和单位化，得到

𝜂𝑗1, 𝜂𝑗2, … , 𝜂𝑗𝑟𝑗,

3. 令

𝑇 = (𝜂11, 𝜂12, … , 𝜂1𝑟1 , … , 𝜂𝑚1, 𝜂𝑚2, … , 𝜂𝑚𝑟𝑚)

有𝑇−1𝐴𝑇 = diag{𝜆1, … 𝜆1, … , 𝜆m, … , 𝜆m}
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特征值与特征向量

𝐴 =
1 −2 −4
−2 4 −2
−4 −2 1

求正交矩阵T，使得𝑇−1𝐴𝑇是对角矩阵。
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要点回顾

• 矩阵相似

概念

• 特征值与特征向量

特征多项式

• 矩阵可对角化的条件

所有特征值空间维数和为n

• 实对称矩阵的对角化

实对称矩阵一定可以正交相似于一个对角矩阵

对角化流程
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我们在这里

问题答疑：
http://www.xxwenda.com/
可邀请老师或者其他人回答问题

http://www.xxwenda.com/
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二次型

定义（二次型）系数在数域K中的n个变量𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛的一个一元二

次齐次多项式，称为数域K上的一个n元二次型，它的一般形式是：

𝑓 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 = 𝑎11𝑥1
2 + 𝑎12𝑥1𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥1𝑥𝑛

+𝑎21𝑥2𝑥1 + 𝑎22𝑥2
2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥2𝑥𝑛

+⋯…………………………… .

+𝑎𝑛1𝑥𝑛𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥𝑛𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛
2

其中𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖，把系数排成一个矩阵A，则𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛是对称矩阵。

把A称为二次型𝑓 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 的矩阵。记𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)
𝑇,那么二

次型可以改写为

𝑓 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 = X′AX
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二次型

定义（非退化线性替换） 令Y = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)
𝑇,设C是数域K上

的一个n级可逆矩阵，下述关系式

𝑋 = 𝐶𝑌

称为变量𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛到变量𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛的一个非退化线性替换。

定义（等价二次型） 数域K上的两个n元二次型𝑋′𝐴𝑋与𝑌′𝐵𝑌，如

果存在一个非退化线性替换𝑋 = 𝐶𝑌，把𝑋′𝐴𝑋变成𝑌′𝐵𝑌，则称二次型

𝑋′𝐴𝑋与𝑌′𝐵𝑌等价，记为𝑋′𝐴𝑋 ≅ 𝑌′𝐵𝑌
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二次型

定义（矩阵合同） 数域K上的两个n级矩阵A,B,如果存在K上的

一个可逆矩阵C，使得

𝐶′𝐴𝐶 = 𝐵

则称A与B合同，记为𝐴 ≃ 𝐵

⟹显然二次型𝑋′𝐴𝑋与𝑌′𝐵𝑌等价当且仅当A与B合同

如果二次型𝑋′𝐴𝑋等价于一个只含平方项的二次型，则这个只

含平方项的二次型称为𝑋′𝐴𝑋的一个标准形。

⟹用矩阵的术语，研究的基本问题就是：数域K上的n级对称矩阵能否

合同于一个对角矩阵。
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实二次型

对于实数域上的n级对称矩阵A，我们已经证明存在一个n级正

交矩阵T，使得𝑇−1𝐴𝑇为对角矩阵，并且其主对角线元素A的全部特征

值，由于𝑇−1 = 𝑇′，因此𝑇′𝐴𝑇为对角矩阵，即A合同于对角矩阵，从

而实数域上的n元二次型𝑋′𝐴𝑋一定等价于只含平方项的二次型，而且

能找到正交矩阵T，使得经过变量替换𝑋 = 𝑇𝑌，把二次型𝑋′𝐴𝑋化为一

个标准形：

𝜆1𝑦1
2 + 𝜆2𝑦2

2 +⋯+ 𝜆2𝑦2
2
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正定二次型与正定矩阵

定义(正定二次型) n元实二次型𝑋′𝐴𝑋称为正定的，如果对ℝn中

任意非零列向量𝛼，都有𝛼′𝐴𝛼 > 0.

定义（正定矩阵） 实对称矩阵A称为正定的，如果实二次型

𝑋′𝐴𝑋为正定的。正定的实对称矩阵简称正定矩阵。
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正定二次型与正定矩阵

定理 n级实对称矩阵A是正定的

⟺ 𝐴 ≃ 𝐼

⟺ 𝐴的合同标准型中，主对角元全部大于0.

⟺ 𝐴的特征值全部大于0.

⟹ A > 0

⟹ tr(A) > 0



互联网新技术在线教育领航者

正定二次型与正定矩阵

定义 设A是一个n级矩阵，A的一个子式称为主子式，如果它的行

指标和列指标相同，即它形如

𝐴
𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑘
𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑘

A的下述主子式

𝐴
1,2, … , 𝑘
1,2, … , 𝑘

称为A的k阶顺序主子式，𝑘 = 1,2, … , 𝑛
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正定二次型与正定矩阵

定理 实对称矩阵A正定的充分必要条件是A的所有顺序主子式全部

大于0
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正定二次型与正定矩阵

定义 n元实二次型𝑋′𝐴𝑋称为半正定（负定、半负定）的，如果对

ℝn中任意非零列向量𝛼，都有

𝛼′𝐴𝛼 ≥ 0 (𝛼′𝐴𝛼 < 0 , 𝛼′𝐴𝛼 ≤ 0)

定义 实对称矩阵A称为半正定（负定、半负定）的，如果实二次型

𝑋′𝐴𝑋为半正定（负定、半负定）的。



互联网新技术在线教育领航者

要点回顾

• 正定矩阵（正定的实对称矩阵）

含义：𝛼′𝐴𝛼 > 0，∀α ≠ 0 ∈ ℝn

• 正定矩阵的等价判定方法

𝐴 ≃ 𝐼

𝐴的特征值全部大于0.

A的所有顺序主子式全部大于0
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LU分解

LU分解 A是一个n级矩阵，那么一定存在一个下三角矩阵L，

一个上三角矩阵U，使得

𝐴 = 𝐿𝑈

e.g.

求解上述方程组，一共9个方程，9+3个未知数，因此Lu分解不唯一。
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LU分解

LU分解的本质是高斯消元法，对矩阵A左乘一系列下三角矩阵

𝐿%&'𝐿%&(… 𝐿(𝐿'𝐴 = 𝑈

将A变成上三角矩阵，而左边一系列下三角矩阵的乘积仍然是下三角

矩阵，记为𝐿*，则

𝐿*A = U ⇒ 𝐴 = 𝐿𝑈

𝐿 = 𝐿*&'
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LU分解
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LU分解

然而当A的主对角线上元素为0的时候，上述算法中的LU分解会失效
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LU分解
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LU分解
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LU分解

LU分解用于求解线性方程组
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参考资料

1. http://www.math.iit.edu/~fass/477577_Chapter_7.pdf‘

2. http://nucinkis-

lab.cc.ic.ac.uk/HELM/workbooks/workbook_30/30_3_lu_decomposition.pdf

3. http://cn.mathworks.com/help/matlab/ref/lu.html
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Cholesky分解

Cholesky分解 A是一个n级正定矩阵，那么一定存在一个对

角线上元素为正的下三角矩阵L，使得

𝐴 = 𝐿𝐿$

我们称L是A的Cholesky因子（Cholesky factor），可以理解为A的“平

方根”。

定理 当A是正定矩阵时，上述分解是惟一的；当A为半正定矩阵时，

上述分解是不惟一的。
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Cholesky分解

数学归纳法

将矩阵A进行分块，得到

𝐴 = 𝑎&& 𝑤$

𝑤 𝐾
从而对A可以进行对称的初等行列变换，得到

𝐴 =
𝑎&& 0$
1
𝑎&&

𝑤 𝐼

1 0$

0 𝐾 −
1
𝑎&&

𝑤𝑤$
𝑎&&

1
𝑎&&

𝑤

0 𝐼
= 𝐿&𝐴&𝐿&$

注意到𝐾 − &
-..

𝑤𝑤$一定是正定的，所以我们可以迭代进行上述步骤。
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Cholesky分解

从而我们可以得到

𝐴& = 𝐿/𝐴/𝐿/$

进一步可以得到

𝐴 = 𝐿&𝐿/… 𝐿1𝐿1$ …𝐿/$𝐿&$

从而有

𝐴 = 𝐿𝐿$
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Cholesky分解
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Cholesky分解
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Cholesky分解

Remark：
1. 检验一个矩阵是否正定的最便捷的方法是进行Cholesky分解，
如果算法能够进行，那么矩阵正定，否则，矩阵不正定。

2. 在A是一个正定矩阵的情况下，我们使用Cholesky分解而非
LU分解去求解线性方程组𝐴𝑥 = 𝑏
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LU分解

Remark：
3. 对于正定矩阵A，可以利用Cholesky分解进行矩阵求逆，算法复杂
度为O(𝑛7), 𝑛7的系数取决于具体算法，但是会比高斯消元法更节省
时间。在实际应用中，应当尽量通过数学推演避免矩阵求逆。
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参考资料

1. http://www.cs.utexas.edu/~pingali/CS378/2011sp/lectures/chol4.pdf

2. http://www.math.iit.edu/~fass/477577_Chapter_7.pdf

3. http://www.doc88.com/p-5969805271110.html
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SVD分解

SVD分解 A是一个𝑚×𝑛的矩阵，那么A的SVD分解为

𝐴%×& = 𝑈%×%Σ%×&𝑉&×&+

其中𝑈+𝑈 = 𝐼, 𝑉+𝑉 = 𝐼，V的列向量是矩阵𝐴+𝐴的特征向量，U的列向

量是矩阵𝐴𝐴+的特征向量， Σ只在对角线上有非零值，称为A的奇异值

（singular value），按降序排列，并且取值为𝐴+𝐴或者𝐴𝐴+的特征值

的平方根。显然SVD分解不唯一。



互联网新技术在线教育领航者

SVD分解

不妨设m ≥ 𝑛，那么有

从而我们将矩阵A分解为n个矩阵的和，并且𝑑1的大小评估了每个分量

对总和的贡献。

𝐴 = 𝑈%×%Σ%×&𝑉&×&+ = 𝑢3,… , 𝑢%

𝑑3 … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … 𝑑&
0 … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … 0

𝑣3+
⋮
𝑣&+

= ∑ 𝑑1𝑣1+𝑢1&
1:3
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SVD分解

应用1 信息压缩，在SVD分解中，大多数情况下，前10%甚至前1%

的奇异值之和就占了全部奇异值之和的99%以上，也就是说，我们可

以仅取前r个分量来描述近似的矩阵A。

𝐴 = ;𝑑1𝑣1+𝑢1

&

1:3
≈;𝑑1𝑣1+𝑢1

=

1:3

r是一个远小于m，n的数，从而体现到矩阵上，形式为
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SVD分解

原图 r=10
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SVD分解

r=20 r=30
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SVD分解

原图 r=50
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SVD分解

应用2 图像降噪，有的时候我们认为后面很小的特征值反映的是噪

声，所以取前r个分量可以得到降噪的效果

原图 r=1 r=2
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SVD分解

应用2 图像降噪，有的时候我们认为后面很小的特征值反映的是噪

声，所以取前r个分量可以得到降噪的效果

原图 r=3 r=4
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SVD分解

应用3 数据降维-PCA，假设当前的数据矩阵为𝑋?×@，PCA方法的本

质是希望对X进行线性变换，映射到一组新的特征𝑇&×B上，满足

𝑋?×@ = 𝑇&×B𝑊B×B
并且特征T中，协方差按照从大到小排列，我们在后续的过程中选择

协方差前r大的主成分，完成降维。

根据SVD，有𝑋&×B = 𝑈&×&Σ&×B𝑉B×B+ ,𝑋+𝑋是对协方差的一个估

计，从而有

𝑋+𝑋 = 𝑉Σ+Σ𝑉+ = 𝑊+𝑇+𝑇𝑊

如果有W = 𝑉+,那么T满足条件，并且

𝑇&×B = 𝑈&×&Σ&×B
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参考资料

1. http://web.mit.edu/be.400/www/SVD/Singular_Value_Decomposition.htm

2. http://www.ams.org/samplings/feature-column/fcarc-svd

3. https://en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis
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