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一般来说，描述n元函数的自变量，需要考虑n个有次序的实

数组：

!",!$,… , !&
以及由全体这样的数组组成的集合：

ℝ& = !", !$,… , !& !) ∈ ℝ, + = 1,2, … , .}

我们把每一个数组 !",!$,… , !& 称为ℝ&中的一个点。我们称ℝ&为n维

向量空间。
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设0 = !", !$,… , !& ,1 = (3", 3$,… , 3&) ∈ ℝ&，则0与1的内积
定义为

01 =5!636 ∈ ℝ
&

67"
从内积的定义可以看出以下基本性质：
• 正定性 对于∀0,1 ∈ ℝ&,有00 ≥ 0,并且上述等号成立当且仅当

0 = 0
• 对称性 对于∀0,1 ∈ ℝ&,有01 = 10
• 对于∀0,1, ; ∈ ℝ&,有0 1 + ; = 01+ 0;
• 对于∀= ∈ ℝ和∀0,1 ∈ ℝ&,有 α0 1 = =(01)

向量空间ℝ&有了内积运算之后，我们称ℝ&为欧几里得空间或
者欧氏空间。利用内积运算，我们定义向量0 ∈ ℝ&的模如下

0 = 00 = 5!6
$

&

67"
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设0 = !", !$,… , !& ,1 = (3", 3$,… , 3&) ∈ ℝ&，则0与1的距离
定义为

0 − 1 = 0− 1 = 5(!6 − 36)$
&

67"

以后我们也用|0|来记0的模。从距离的定义容易推出他们满足一下性
质：
• 正定性 对于∀0,1 ∈ ℝ&,有|0− 1| ≥ 0，并且 0 − 1 = 0的充
分必要条件是0 = 1

• 对称性 对于∀0,1 ∈ ℝ&,有|0− 1| = |1 − 0|
• 三角不等式 对于∀0,1, ; ∈ ℝ&,有|0 − ;| ≤ |0 − 1| + |1 − ;|
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定义 设0B = !"C, !$C,… , !&C	 ∈ ℝ&，E > 0，称集合

G 0B, E = 0 = !", !$,… , !& ∈ ℝ& 		 0 − 0B < E}

为以0B为心的I邻域；称集合GC 0B,E = G 0B,E \{0B}为0B的I去心

邻域，也称为球形邻域。

设0B = !"C, !$C,… , !&C	 ∈ ℝ&，E > 0，定义

L 0B,E = 0 = !",!$,… , !& ∈ ℝ& 		 !6 − !6
C < E, M = 1,2, . . , .}

为以0B为心的方形邻域；称集合LC 0B,E = L 0B,E \{0B}为0B的方

形去心邻域。
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G!>b

定义 设{0O}是ℝ&中的一个点列，若存在0C ∈ ℝ&，使得对于∀P >

0. ∃R ∈ ℕ,当T > R时，有 0U − 0B < P，即!O ∈ G(0B,P)，则称{0O}

是收敛点列，并称{0O}收敛于0B，记为

lim
O→Z

0U = 0B

这是也称0B为{0[}的极限，若不存在0B ∈ ℝ&，使得 lim
O→Z

0U − 0B = 0，

则称{0O}发散



�����
�
�����

G!>b

• 定义 设{0O}是ℝ&中的一个点列，0B = !"C, !$C,… , !&C	 ，则

lim
O→Z

0U = 0B的充要条件是：对于∀M(1 ≤ M ≤ .)，有

lim
O→Z

!6
O = !6

C

• 设{0O}是ℝ&中的一个收敛点列，其极限比是唯一的。

• 设{0O}是ℝ&中的一个收敛点列，则{0O}必有界。

• 设ℝ&中的点列{0O}与{1O}满足 lim
O→Z

0U = 0B， lim
O→Z

1U = 1B，再设

=,\ ∈ ℝ，则有

（1） lim
O→Z

(=0U+\1U) = =0B + \1B

（2） lim
O→Z

0U1U = 0B1B
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• 定义 设] ⊂ ℝ&是一个给定的集合，若0 ∈ ℝ&的任何E邻域

G(0, E)(E > 0)都有]中异于0的点，则称0为]的聚点或者极限点。

特别地，当0 ∈ ]且0不是]的聚点时，则称0为]的孤立点。

• 设] ⊂ ℝ&非空，则0是]的聚点的充分必要条件是：存在]中一个

两两不同的点列{0O}，使得 lim
O→Z

0U = 0
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2c�^c

定义 设] ⊂ ℝ&，0 ∈ ℝ&

（1）若存在E > 0，使得G(0, E) ⊂ ]，则称0是]的内点。记]_为]中

所有内点构成的集合，并称之为]的内部。

（2）存在E > 0，使得G 0, E ∩ ] = ∅，则称0是]的外点。记]中所

有外点构成的集合称为]的外部。

（3）若对于∀E > 0，有G 0, E ∩ ] ≠ ∅，并且G 0, E ∩ ]c ≠ ∅，则

称0是]的边界点，并用d]来记]的边界点集，称之为]的边界。

从定义可以看出]的内点一定属于]�]的外点一定不属于 ]，

并且]	的外部即为]c的内部(]c)_（]c = ℝ&\E）； ]的边界可能是]

中的点，也可能不是]中的点。
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• 设集合] = {(!, 3)|!$ + 3$ < 1, 3 ≥ !}，试求]_, (]c)_,d].
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定义 设] ⊂ ℝ&，若] = ]_,则称]为开集。我们规定空集是开集。

开集具有以下性质：

• ℝ&与∅是开集。

• 任意个开集的并是开集

• 有限个开集的交是开集。
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2c�^c

定义 设] ⊂ ℝ&，若]c是开集,则称]为闭集。

闭集具有以下性质：

• ℝ&与∅是闭集。

• 有限个闭集的并是闭集

• 任意个闭集的交是闭集。

• 定理 设] ⊂ ℝ&，则]是闭集的充分必要条件是] = ]f。
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• 定义 给定集合]，记]′为]的全体聚点组成的集合，并称

]′为]的导集，再记]f = ] ∪ ]′，并称]f为]的闭包。

• 定理 设] ⊂ ℝ&，则]是闭集的充分必要条件是] = ]f。
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ABL_ℝ&�J+=-e

• ℝ&是完备的

• 闭集套定理 设iO ⊂ ℝ&(T = 1,2,… )是一列非空闭集，并且满足：

（1）对于∀T ∈ ℕ，有iO ⊃ iOk"

（2） lim
O→Z

lMmn(iO) = 0

则存在唯一的0C ∈ ℝ&，使得对于∀T ∈ ℕ，有0C ∈ iO，即

0C = oiO

kZ

O7"

• 聚点原理 设{0O}为ℝ&中的一个有界点列，那么它必存在收敛子

列。等价的描述为ℝ&中任何有界无穷集合至少有一个聚点。
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定义（多元函数） 设有一个集合p ⊂ ℝ&。如果对于集合p中的

每一个点 !",!$,… , !& ，按照一定的规则q，都有一个唯一确定的实

数r ∈ ℝ与之对应，则称q是一个定义在p上的s元函数。这里p被称

为q的定义域。与 !", !$,… , !& 相对应的数r被称为q在 !", !$,… , !&
的值，并记为q !", !$,… , !& 。全体函数值的集合

q(p) = q !",!$,… , !& !",!$,… , !& ∈ p}

称为f的值域，通常把 !", !$,… , !& 称为自变量，把u称为因变量。
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定义（多元映射） 设有一个集合p ⊂ ℝ&。q是p → ℝt的一个
映射，那么对于p中的每一个点 !", !$,… , !& ，在ℝt中都有唯一的一
个点 3", 3$, … , 3& 与之对应，这里的每一个3)(+ = 1,2,… ,n)都是由
!",!$,… , !& 所确定的。故3)是 !",!$,… , !& 的一个函数，设它为
q)(!",!$,… , !&)(+ = 1,2,… ,n)。这样一来，上述映射q: p → ℝt相当
于m个n元函数：

v
3" = q"(!",!$,… , !&)

…
3t = qt(!",!$,… , !&)

因此，ℝ&中的集合到ℝt的一个映射可用有序的n个.元函数表示，
其中第+个.元函数q)称为映射的第w个分量。
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• 函数x = y$ − (!$ + 3$)的定义域为

p = {(!, 3)|!$ + 3$ ≤ y$}

它是z!3上的一个圆，其圆心为原点，半径为y。这个函数的图形是

位于z!3平面上的半个球面。



�����
�
�����

���
�	�� 

• 平面上的坐标变化

{
r = !|}~= − 3~M.=
� = !~M.= + 3|}~=

其中=是一个固定常数。映射(!, 3) → (r, �)是ℝ$ → ℝ$的一个映射，

这里r与�是两个二元函数。
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定理（二元函数的微分中值定理） 设! = #(%, ')在区域D内有连续

的偏导数，又假定D中有两个点)
*
%
+
,'
+

和)
*
(%
+
+ ∆%, '

+
+ ∆')，并且点

)
+
到)

*
的直线段在D中，则存在0 < 0 < 1，使得

# %
+
+ ∆%, '

+
+ ∆'

= # %
+
, '
+
+

2

2%

# %
+
+ 0∆%, '

+
+ 0∆' ∆% +

2

2'

# %
+
+ 0∆%, '

+
+ 0∆' ∆'
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定理（二元函数的泰勒公式） 设D ⊂ ℝ
6为区，函数#(%, ') ∈ 8

9:*
(;).

又设)
+
%
+
,'
+
∈ ;, )

*
%
+
+ ∆%, '

+
+ ∆' ∈ ;,且)

+
至)

*
的连线)

+
)
*
⊂ ;，

则有

# %
+
+ ∆%, '

+
+ ∆'

= # %
+
, '
+
+

1

1!

=# %
+
, '
+
+

1

2!

=
6
# %

+
,'
+
+⋯+

1

@!

=
A
# %

+
, '
+

+

1

(@ + 1)!

=
A:*

# %
+
+ 0∆%, '

+
+ 0∆'

其中=
B
#是#的C阶微分，即

=
B
# %, ' = ∆%

2

2%

+ ∆'

2

2'

B

# %, ' , 			C = 1,2,… , @ + 1
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在上述公式中，最后一项

F
A
=

*

(A:*)!

=
A:*

# %
+
+ 0∆%, '

+
+ 0∆'

称为拉格朗日余项，如果我们假设f的n+1阶偏导数有界，即存在常数M，

使得

2
A:*

#

2%
G
'
A:*HG

≤ J, 	K = 0,1,… , @ + 1

那么我们有

F
A
≤

J

(@ + 1)!

( ∆% + |∆'|)
A:*
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如果令M = Δ%
6
+ Δ'

6，即得到

F
A
≤

J

@ + 1 !

M
A:*

Δ%

M

+

Δ'

M

A:*

≤

J2
A:*

@ + 1 !

M
A:*

可以看出固定∆%, ∆'时，

F
A
→ 0			 @ → ∞

固定n，令M → 0，则

F
A
= o M

A
				(M → 0)
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固定n，令M → 0，则

F
A
= o M

A
				(M → 0)

于是我们得到二元函数带佩亚诺型余项的的泰勒公式

# %
+
+ ∆%, '

+
+ ∆'

= # %
+
,'
+
+

1

1!

=# %
+
,'
+
+

1

2!

=
6
# %

+
,'
+
+⋯+

1

@!

=
A
# %

+
,'
+
+ o M

A

其中M = Δ%
6
+ Δ'

6
→ 0
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与一元函数相同，多元函数的泰勒多项式也成立唯一性定理，即

若)
A
(∆%, ∆')是∆%与∆'的n次多项式，且

# %
+
+ ∆%, '

+
+ ∆' = )

A
∆%, ∆' + o M

A
							M = Δ%

6
+ Δ'

6
→ 0

则)
A
(∆%, ∆')是函数! = #(%, ')在 %

+
, '
+

处的泰勒多项式。
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求函数# %, ' = sin	(

U

6

%
6
')在点(1,1)处的二阶泰勒多项式及带佩亚诺余项

的泰勒公式。
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在点(0,0)的邻域内，将函数# %, ' = V
W
XYZ'按照带佩亚诺余项的泰勒公

式展开至二次项。
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定理（泰勒公式） 设函数# [ 在[
\
= (%

*

+
, %
6

+
,… , %

A

+
) ∈ ℝ

A的邻域

]([
\
, ^
+
)(^

+
> 0)内具有K+1阶连续偏导数，则对于∀[

\
+ a = (%

*

+
+

ℎ
*
,%
6

+
+ ℎ

6
,… , %

A

+
+ ℎ

A
) ∈ ](%

+
,^
+
)，有

# [
\
+ a

= # [
\
+c

1

C!

cℎ
d

2

2%
d

A

de*

B

#([
\
)

f

Be*

+

1

g + 1 !

cℎ
d

2

2%
d

A

de*

f:*

# [
\
+ 0a

其中0 < 0 < 1。记F
f:*

a =

*

f:* !

∑ ℎ
d

i

iW
j

A

de*

f:*

# [
\
+ 0a 为拉格朗

日余项。
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定理（泰勒公式） 设函数# [ ∈ 8
f
(] [

\
,^
+
)(^

+
> 0), [

\
+ a ∈

](%
+
, ^
+
)，有

# [
\
+ a = # [

\
+c

1

C!

cℎ
d

2

2%
d

A

de*

B

#([
\
)

f

Be*

+ Y(|a|
f
)

a → 0

称Y(|a|
f
)为佩亚诺余项，如果# [ 在[

\
能展开成为

# [
\
+ a = )

f
ℎ
*
,… , ℎ

A
+ Y(|a|

f
)

其中)
f

是n元K次多项式，上式必然是# [ 在] [
\
,^
+

内的泰勒公式。
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在泰勒公式中我们常常会用到K=1的情形，有

# [
\
+ a = # [

\
+ #‘ [

\
l a

m
+

1

2

a l n
o
[
\
a
m
+ Y a

p
			(|a| → 0)

其中n
o
[
\

是# [ 在[
\
处的海色矩阵。
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一个二元方程F(x,y)=0所确定的隐函数是指这样的函数' = #(%)，

使得其在定义域内满足

q %, # % = 0

同时我们可以考虑三元的提法，对于q %, ', ! = 0

这时要求隐函数! = #(%, ')满足

q %, ', #(%, ') = 0

我们还可以考虑多个方程的情况

r

q %, '; t, u = 0

v %, '; t, u = 0

确定的隐函数可以表示为u = t %, ' , u = u(%, ')。



�	�������
���

���$#��

定理 设函数q(%, ')在一点)
+
(%
+
, '
+
)的邻域内有定义，且满足

（1） q %
+
,'
+
= 0

（2） q
W
%, ' , q

x
%, ' 连续，并且q

x
%
+
,'
+
≠ 0

则在%
+
的某个邻域(%

+
−^, %

+
+ ^)内存在一个函数' = #(%)，使得'

+
= #(%

+
)

且

q %, # % = 0, ∀% ∈ (%
+
−^, %

+
+ ^)

并且' = #(%)在(%
+
−^, %

+
+ ^)内有连续的导函数为

#
{
% = −

q
W
%, '

q
x
%, '



�	�������
���

���$#��

求方程

%
6

|
6
+

'
6

}
6
= 1

在点(

~

6

,

�

6

)附近所确定的隐函数的导函数。
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求方程%' + '! + V
WÄ
= 3所确定的隐函数! = !(%, ')的偏导数!

W
, !
x
.
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求由方程q % − ', ' − ! = 0所确定的隐函数! = !(%, ')的偏导数!
W
, !
x
.
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对于方程组

在每一个等式两边同时对x，y求偏导，那么可以得到方程组

将(

iÇ

iW

,

iÉ

iW

)看成未知数，那么根据Cramer法则，上述方程组有惟一解的充

要条件是F,G的雅克比行列式不为零，记为

Ñ ≜

;(q, v)

;(t, u)

≜

q
Ç

q
É

v
Ç

v
É

≠ 0

2q

2%

+

2q

2t

2t

2%

+

2q

2u

2u

2%

= 0 

2v

2%

+

2v

2t

2t

2%

+

2v

2u

2u

2%

= 0 

r

q %, t, u = 0

v %, t, u = 0
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定理 设q %, t, u = 0， v %,t, u = 0在一点(%
+
, t
+
, u
+
)的某个邻域内有

连续的一阶偏导数，并且q %
+
, t
+
, u
+
= v %

+
,t
+
, u
+
= 0,又设F,G的雅克

比行列式Ñ ≜

Ü(á,à)

Ü(Ç,É)

在点(%
+
,t
+
, u
+
)处不为零，则在%

+
的一个邻域内，存在

惟一的一对函数t = t % , u = u % 使得t = t %
+
, u = u %

+
且满足方程组

此外，函数t % , u % 是可微的，其导函数可以有下列方程组求出

r

q %, t(%), u(%) = 0

v %, t(%), u(%) = 0

2q

2%

+

2q

2t

2t

2%

+

2q

2u

2u

2%

= 0 

2v

2%

+

2v

2t

2t

2%

+

2v

2u

2u

2%

= 0 
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由方程组

â

%
6
+ '

6
− tu = 0

%'+ t
6
− u

6
= 0

能否确定u，v为x，y的函数，在能确定函数的条件下，求t
W
, u
W
, t
x
, u
x
。
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考虑Oxy平面上的二元映射 t, u ↦ %, ' :

逆映射存在问题就是说在一定范围内，对于给定的(x,y)能否求出(u,v)，也

就是说u，v能否写成x，y的函数。等式两边同时对x，y求导，有

从上述方程组中解
iÇ

iW

�
iÉ

iW

�
iÇ

ix

，
iÉ

ix

关键是

;(%, ')

;(t, u)

= 0?

1 =

2%

2t

2t

2%

+

2%

2u

2u

2%

0 =

2'

2t

2t

2%

+

2'

2u

2u

2%

									

0 =

2%

2t

2t

2'

+

2%

2u

2u

2'

1 =

2'

2t

2t

2'

+

2'

2u

2u

2'

r

% = %(t, u)

' = '(t, u)
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定理 设函数% = %(t, u),' = '(t, u)在(t
+
, u
+
)的一个邻域内有连续的一

阶偏导数，且雅克比行列式

;(%, ')

;(t, u)

ç

(t
+
, u
+
)

≠ 0

设%
+
= % t

+
, u
+
,'
+
= '(t

+
, u
+
)，则在(%

+
,'
+
)的一个邻域内存在函数t =

t %, ' , u = u(%, ')使得t
+
= t %

+
, '
+
, u
+
= u(%

+
,'
+
)，且映射

%, ' ↦ t, u

是 t, u ↦ %, ' 的逆映射，且

;(%, ')

;(t, u)

ç

(t
+
, u
+
)

l

; t, u

; %, '

ç

%
+
,'
+

= 1
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求极坐标变换

r

% = éXYZ0

' = éZè@0

的雅克比行列式。
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设u = t %, ' , u = u(%, ')是由方程组

â

t
6
− u = 3% + '

t − 2u
6
= % − 2'

所确定的隐函数，求
iÇ

iW

,

iÉ

iW

.
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定义（多元函数的极值） 设函数u = # $ 在区域D内有定义，$% ∈
'，若存在$%的邻域(($%,+,) ⊂ '(+, > 0)，使得当1 ∈ (($%,+,)时，有
#($) ≤ #($%)(��#($) ≥ #($%))，则称# 4 在4,处取极大值（或极小值），
4,称为# 4 的极大值点（或极小值点）
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定理（Fermat） 设函数u = # $ 在区域D⊂ ℝ6内有定义，$% ∈ '，
若# $ 在$%处取得极值并且可微，则#′ $% = 0.

如同一元函数，对$%，如果成立#′ $% = 0，那么称$%为# $ 的一
个驻点（稳定点，或者临界点）。对于可微函数# $ 而言，极值点一定是
稳定点，但是反之不真。
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定理 设函数u = # $ 在区域D⊂ ℝ6内有连续的二阶导数，且
#′ $% = 0，再设# $ 在$%处的海色矩阵89($%)为满秩矩阵，则
（1） 当89($%)正定时， # 4 在4,处取极小值。
（2） 当89 $% 负定时， # 4 在4,处取极大值。
（3） 当89 $% 不定时， # 4 在4,处取不取极值。
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求函数f x, y = 4= + 34@ + 3@= − 64 − 3@的极值
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对于二元函数C = #(4, @)，在条件D 4, @ = 0的约束下，假设#(4, @)与
D 4, @ 都具有连续的一阶偏导数，并且DE 4, @ ≠ 0,那么由条件可以确定
一个隐函数@ = @(4)，将其代入函数表达式得到

C = #(4, @(4))
这样条件极值问题就转化成普通极值问题，那么求稳定点

GC
G4 = #H − #E

DH
DE

= 0

即

#H
DH

= #E
DE
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假设

#H
DH

= #E
DE

= I

那么条件极值必须满足方程

引入辅助函数

J 4, @, I = # 4, @ + ID 4, @
那么上述方程组恰好是三元函数 J 4, @, I 的普通极值点所需要满足的条件。

K
#H + IDH = 0 
#E + IDE = 0
D 4, @ = 0
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求函数f x, y, z = 4@C在球面4= + @= + C= = M=(4 > 0, @ > 0, C > 0)上的最
大值
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拉格朗日乘数法则：对于多元函数#(4N, 4=,… , 46)在条件

约束下的极值，我们作辅助函数
J 4N, 4=,… , 46,IN, I=,… , IP
= # 4N,4=,… , 46 + INDN 4N, 4=,… , 46 +⋯+ IPDP 4N,4=,… , 46

解方程组

JHR = 0, … ,JHS = 0,JTR = 0,… , JTU = 0
即可求得条件极值的稳定点。

DN 4N, 4=,… , 46 = 0 
D= 4N, 4=,… , 46 = 0

…
DP 4N,4=,… , 46 = 0
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在拉格朗日乘数法中，条件极值问题转化为

的一般极值问题。当$%是稳定点时，IV(W = 1,2, … , Z)是k个常数，因此我
们利用J(4)在$%处的海色矩阵8\($%)来判断$%是否为极值点。可以证明：
当8\($%)正定时，条件极值为极小值点；当8\($%)负定时，条件极值为极
大值点。但是值得注意的是8\($%)不定时，条件极值可能仍然可以取到。
e.g. # 4, @ = 4= − @=,D 4, @ = @ = 0

J $ = # $ +`IVDV($)
P

VaN
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求椭圆球面164= + 4@= + 9C= = 144	内接且各面均平行于坐标平面的长方
体的最大体积。
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设n个整数之和为c，试求它们乘积的最大值，并且证明对于任何的正数

eN,e=,… , e6，有

eNe=…e6S ≤ eN + e= +⋯+ e6
f
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定义（凸函数） 设D⊂ ℝ6是一个凸域，#($)在D内有定义，如果
对于∀$h，$i ∈ '和∀j ∈ (0,1)，有

# j$h + 1 − j $i ≤ j# $h + 1 − j #($i)
则称#($)在D内是凸函数，如果上述不等式严格成立，那么称#($)在D内
为严格凸函数。
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定义（凸函数） 设D ⊂ ℝ6是一个凸域，#($)在D内连续的二阶偏
导数，则以下结论等价：

（1） #($)在D内是凸函数
（2）对于∀$%，$ ∈ '，成立# $ ≥ # $% + #l($%) $− $% ′
（3）对于∀$% ∈ '，# $ 在$%处的海色矩阵89($%)半正定。
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LOGO

�,�1��(%:�!�$�)2*'
– ��������
– �����ChinaHadoop   
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